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ANALISI ARMONICA DI FOURIER 
 

 
 

RITMI BIOLOGICI E CURVE SINUSOIDALI 
 
 I dati sperimentali concernenti ritmi biologici possono essere spesso approssimati mediante 
curve sinusoidali del tipo ( )ϕω −+= tccy cos0 . La figura 2 offre un esempio al riguardo. Per 
ottenere questa approssimazione è necessario aggiustare la generica funzione αcos=y  in modo 
opportuno. Ciò può essere raggiunto eseguendo i seguenti quattro passaggi. 
 
1) La variabile indipendente è il tempo t con periodo T. L’angolo (in radianti) a deve quindi 
essere trasformato nel tempo t. Questo viene fatto rispettando la proporzione Tt :2: =πα  da cui 
segue 
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Di solito si pone 
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dove f (inverso del periodo) rappresenta la frequenza del segnale biologico. Il coefficiente ?  si 
chiama frequenza angolare, perché indica quante volte il periodo T è contenuto in una rotazione 
completa dell’angolo a. 
Mediante la trasformazione (1) la funzione αcos=y  viene riscritta nella forma 

ty ωcos=  (3) 

Il grafico di questa funzione si vede nella figura 1a. 
 
2) Supponiamo che la curva studiata del ritmo biologico sia tale che per t = 0 non si abbia un 
punto massimo e che il punto massimo si trovi al tempo t0 dove 0 < t0 < T. Questo richiede lo 
spostamento della curva (3) in direzione dell’asse t della quantità t0, in modo che l’argomento del 
coseno risulti zero per t = t0. Quindi il precedente argomento tωα =  va sostituito con 

( )][ 0tt −= ωα  che vale appunto zero quando t = t0. L’equazione (3) diventa dunque 

( )[ ]0cos tty −= ω  (4) 

ed è correttamente massima per t = t0. La figura 1b mostra l’andamento di questa nuova funzione. 
Si noti che la costante t0 indica la posizione del primo massimo a destra dell’origine. Di solito si 
pone ϕω =0t  e quindi l’equazione (4) viene riscritta come  

( )ϕω −= ty cos  (5) 

dove il parametro ϕ  è detto acrofase o, più semplicemente, fase. 
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3) Analizzando i dati sperimentali si può notare che resta ancora adattare l’ampiezza della 
funzione ai dati stessi. Infatti la funzione (5) fino a qui ottenuta ha ovviamente un’ampiezza uguale 
a 1. Se la funzione da approssimare ha invece (come nell’esempio considerato) un’ampiezza 1≠c , 
dobbiamo moltiplicare il coseno per c. La costante positiva c si può interpretare come un fattore di 
scala per l’asse y. Le equazioni (4) e (5) diventano allora 

( )[ ]0cos ttcy −= ω      o equivalentemente       ( )ϕω −= tcy cos  (6) 

ed il grafico corrispondente è mostrato in figura 1c. 
 
4) I dati da approssimare potrebbero oscillare intorno ad un valore c0 diverso da zero. Questo 
richiede lo spostamento della curva (6) in direzione dell’asse y di una quantità pari a c0. Ciò 
significa semplicemente che dobbiamo aggiungere c0 a tutti i valori di y, ottenendo così il seguente 
risultato finale: 

( )][cos 00 ttccy −+= ω      o equivalentemente     ( )ϕω −+= tccy cos0  (7) 

Il parametro c0 si chiama livello o valore medio. Il grafico corrispondente all’espressione (7), che 
presenta un andamento analogo ai dati da approssimare, è mostrato in figura 1d.  
 

 

 
Figura 1 - Sono visivamente mostrati i quattro passaggi necessari per 
trasformare la funzione y = cos α nella funzione (7) 

 
 
 È utile fare una breve verifica. Per t = t0 si ottiene ccccy +=°+= 00 0cos  che è il valore 
massimo che y assume. Ciò è in accordo con l’ipotesi fatta che t0 sia il tempo corrispondente al 

T 



 3

punto più alto della funzione. Per Ttt += 0 si ottiene ( ) πωω 20 ==− Ttt e pertanto nuovamente 
ccccy +=+= 00 2cos π . Quindi trascorso un periodo, y assume di nuovo il suo valore massimo. 

 La funzione (7) contiene i quattro parametri c0, c, ω, t0 (o, equivalentemente, ϕ ). Quando 
sono forniti i dati sperimentali, essi sono generalmente soggetti a fluttuazioni casuali (si veda la 
figura 2). In pratica è allora necessario utilizzare un procedimento statistico per stimare in modo 
ottimo questi quattro parametri incogniti. Trattare questi procedimenti di stima va oltre lo scopo di 
questa presentazione. Tuttavia, il risultato di un tale procedimento di stima è mostrato dalla curva 
sinusoidale nella figura 2. 
 

 
Figura 2 - Una curva sinusoidale è adattata alle misure telemetriche delle temperature 
intraperitoneali di un ratto femmina adulto. Il ratto è soggetto a un particolare regime di 
illuminazione che influenza l’acrofase. 

 
 

ANALISI DI FOURIER DI UN SEGNALE BIOMEDICO 
 
 Quanto appena detto sulle curve di tipo sinusoidale permette di introdurre un importante 
strumento per l’analisi dei segnali biomedici che va sotto il nome di analisi armonica o analisi di 
Fourier. 
 Fin qui abbiamo visto che un ritmo biologico può essere spesso rappresentato mediante una 
particolare funzione sinusoidale caratterizzata dai quattro parametri 

ü  c0 che esprime il livello medio (cioè il valore medio della funzione); 
ü  c che esprime l’ampiezza dell’oscillazione sinusoidale; 
ü  ω che esprime la frequenza angolare e che è legato alla frequenza f del ritmo (o al periodo T) 

dalla semplice espressione (2); 
ü  ϕ  che rappresenta la fase. 
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 Nella pratica clinica molto spesso si ha però a che fare con segnali che non sono puramente 
sinusoidali, ma che tuttavia presentano un andamento che possiamo considerare periodico (più 
esattamente, pseudoperiodico). Tipici esempi sono il segnale elettrocardiografico, la pressione 
arteriosa del sangue, il flusso respiratorio di aria e così via. Anche questi segnali sono perciò 
caratterizzati da un periodo T. La frequenza corrispondente a tale periodo viene generalmente 
indicata con f0 e chiamata frequenza fondamentale del segnale. Si ha cioè 

Tf 1
0 =  (8) 

a cui corrisponde (si veda l’equazione (2)) una frequenza angolare fondamentale 

T
f

π
πω

2
2 00 ==  (9) 

 È intuitivo pensare che la sovrapposizione (somma) di più sinusoidi con frequenze angolari 
multiple di un valore di base ω0 (cioè ω = ω0, 2 ω0, 3 ω0, 4  ω0, ..) e con ampiezze e fasi diverse 

conduca a una curva con periodo 
0

2
ω

π=T  ma non sinusoidale. Approssimare un segnale 

periodico mediante la somma di funzioni sinusoidali di questo tipo più, eventualmente, un termine 
costante (che, al solito, tiene conto del valore medio del segnale) prende il nome di analisi 
armonica o analisi di Fourier del segnale. Un esempio di tale applicazione è riportato in figura 3, 
che mostra come le epidemie di morbillo presentino un andamento annuale periodico che può essere 
esattamente ricostruito mediante la somma di un termine costante e di due sinusoidi. 
 

 
 

Figura 3 - Attacchi di morbillo per ciascun mese con adattamento di un polinomio 
trigonometrico (diagramma superiore). Diverso grafico dei componenti 
(diagramma inferiore). 

 
 
 In pratica è possibile dimostrare che “qualsiasi funzione periodica continua o ragionevolmente 
discontinua può essere rappresentata da una somma del tipo 
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dove A0 è il valore medio del segnale (analogo al parametro c0 nell’equazione (7)), An (analogo al 
parametro c nell’equazione (7)) sono le ampiezze delle diverse sinusoidi (dette armoniche) che 
compongono il segnale, nϕ  le rispettive fasi e 0ω  la frequenza angolare fondamentale”. 
 Il segnale è perciò dato dalla somma di una costante A0 e di tante armoniche sinusoidali, 
ciascuna con frequenza multipla rispetto alla fondamentale, caratterizzate da una propria ampiezza 
(An) e fase ( nϕ ). 
 L’equazione (10) è nota come sviluppo in serie di Fourier del segnale periodico f(t). La serie 
di Fourier rappresenta quindi un numero infinito di componenti di frequenza n 0ω  (n = 1, 2, 3, …) 
che, sommate ad un termine costante A0, danno luogo ad una funzione del tempo di periodo 

0

2
ω

π=T . Si noti che il termine costante A0 può essere immaginato come il prodotto di A0 per cos 

(0), poiché cos (0) = 1. Esso può essere quindi visto come l’ampiezza di una particolare sinusoide in 
cui ω = 0. 
 Per quanto detto la serie di Fourier permette di rappresentare un segnale f(t) funzione del 
tempo in un diverso dominio: dominio della frequenza. Infatti i coefficienti An e nϕ  costituiscono i 
parametri (ampiezza e fase) di sinusoidi con opportuna frequenza che, sommate fra loro, 
corrispondono esattamente a  f(t). 
 L’insieme dei coefficienti An costituisce il cosiddetto spettro di ampiezza di f(t), quello dei ϕn 
lo spettro di fase. Tali spettri si rappresentano graficamente riportando, in corrispondenza alle 
ascisse 0, ω0, 2 ω0, …, le ordinate A0, A1, A2, … oppure, rispettivamente, 0, ϕ1, ϕ2, …, come 
illustrato nella figura 4. 
 
 

 
 

Figura 4 - Spettro di ampiezza e di fase di un segnale 
 
 
 Si noti ancora che, mentre A0 rappresenta la componente costante di f(t), la quale può essere 
positiva o negativa, i coefficienti An, assunti positivi, rappresentano le ampiezze delle successive 
armoniche. 
 In base all’equazione (10), conoscere gli spettri di ampiezza e di fase di una funzione f(t) è del 
tutto equivalente a conoscere l’andamento di f(t) nel tempo, ovvero la conoscenza del segnale in 
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frequenza (analisi armonica) è del tutto equivalente alla conoscenza del segnale nel tempo e 
viceversa. 
 Si noti anche che lo spettro di ampiezza e di fase sono costituiti da righe distanziate fra loro di 
ω0, cioè di una frequenza pari alla fondamentale. 
 Sebbene lo spettro di frequenza possa contenere un numero infinito di frequenze discrete, le 
righe presenti nello spettro di ampiezza diventano sempre più piccole all’aumentare di n, cosicché 
in pratica si può considerarlo limitato. Ciò significa che, in pratica, un segnale biomedico ha un 
contenuto armonico limitato ad una frequenza massima 0maxmax fnf = , dove 0max fn  è la frequenza 
oltre la quale le righe presenti nello spettro di ampiezza del segnale sono trascurabili. 
 L’analisi di Fourier può essere fatta anche nel caso di segnali aperiodici. In questo caso la 
trattazione matematica è più complessa e l’analogo dell’equazione (10) richiede l’uso dell’operatore 
di integrale. L’operazione corrispondente si chiama trasformata (non più serie) di Fourier. Anche 
in questo caso la trasformazione tempo-frequenza porta ad uno spettro di ampiezza e ad uno di fase, 
che, a differenza di quanto visto nella serie, sono spettri continui, cioè non più a righe. 
 È importante infine sottolineare che, anche nel caso di segnali aperiodici (e quindi di spettri 
continui), si può parlare di segnali a spettro limitato, quando lo spettro di ampiezza del segnale 
presenta valori nulli o trascurabili (cioè prossimi allo 0) per maxff >  (frequenza massima 
contenuta nel segnale). 
 
 


